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Asymptotische Mehrteilchen-Feldoperatoren fiir phinomenologische Potentiale

PETER NATUSCH

Institut IV fiir Theoretische Physik der Universitdat Marburg *
(Z. Naturforsch. 23a, 1834 —1840 [1968]; eingegangen am 20. Juli 1968)

In W. Sandhas’ field theoretical formulationl of the nonrelativistic multichannel scattering
theory the existence of asymptotic multiparticle field operators is discussed for phenomenological
potentials. For potentials with momentum-dependent terms it is necessary to treat the convergence
of time-dependent field operators on a special subset, — dense in the Hilbert space of states;
concerning the position-dependency of tensor- and angular momentum-forces it is necessary to

make use of a sharpened asymptotic condition.

§ 1. Einleitung

SaNDHAS gibt in 1 eine feldtheoretische Formulie-
rung der nicht-relativistischen Mehrkanal-Streu-
theorie fiir identische Teilchen2, die die Zerlegung
des Gesamt-Hamilton-Operators in Kanal-Hamil-
ton-Operatoren vermeidet und einen Existenzbeweis
fir Streuzustande auch in den Fallen ermdglicht, in
denen die Kanal-Moller-Operatoren moglicherweise
nicht existieren3. Eine ausfiihrliche Diskussion der
Literatur hierzu findet man bei 1.

Die Sandhassche Formulierung illustriert einer-
seits die feldtheoretischen Methoden; andererseits
ist es zu hoffen, daB sie eine brauchbare Beschrei-
bung? der Fragment-Fragment-Streuung in der
niederenergetischen Kernphysik ermoglicht. Dazu
ist zuerst die Existenz von Streuzustinden durch
eine Asymptotenbedingung fiir eine phdnomenolo-
gische Wechselwirkung zu sichern.

Zu diesem Zwecke werden mit Hilfe von Mehr-
teilchen-Feldoperatoren 3

b (5)

(m Teilchenzahl, « Quantenzahlen der Schwer-
punktsbewegung, u interne Quantenzahlen), die aus
dem Vakuum @, gebundene m-Teilchen-Zustinde
erzeugen, zeitabhingige Hilbert-Raum-Vektoren

F
dj(mow)l...(mom)f‘ (8) = 1_[ b(_;za/z); (S) ¢0
f=1

konstruiert und Streuzustinde als deren zeitliche
Limites

* Jetzige Anschrift: Sektion Physik der Universitdt Miin-
chen, Lehrstuhl Prof. SUssMaNN; 8 Miinchen 13, Schelling-
strafle 2—8.

1 W. SaxpHAS, Comm. Math. Phys. 3, 358 [1966].

2 H. ExsTEIN, Phys. Rev. 101, 880 [1956]; Nuovo Cim. 4,
1017 [1956]. — R. Haag, Phys. Rev. 112, 669 [1958].
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definiert. Der in 1 gefiihrte Existenzbeweis fiir diese
Streuzustdnde wird in der vorliegenden Arbeit fiir
ein impuls- und spinabhéngiges Potential verall-
gemeinert.

Die Sandhassche Beschreibung von Fermionen-
Systemen wird in § 2 unter Einbeziehung der Spin-
abhangigkeit rekapituliert. In § 3 wird die Existenz
der Streuzustdnde fir einen typischen Potential-
beitrag
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bewiesen. Dabei wird die in 1 angegebene hinrei-
chende Existenzbedingung in Abhéngigkeit von den
die Ordnung der Orts-, Impuls-, Spinanteile zah-
lenden Parametern o, p, ¢ untersucht. Unter der
Voraussetzung

o
J'd3r|V1(r)1—Irak|2< + oo
k=1

ergibt sich die starke Konvergenz der Feldopera-
toren b, (s) gegen (kanonischen Vertauschungs-
regeln geniigende) ,,in‘“- bzw. ,,out‘‘-Operatoren.
Beim Beweis werden die Feldoperatoren b,;,, (s) auf
einer im Hilbert-Raum § der Zustédnde dicht liegen-
den Menge $'(p) betrachtet. Im allgemeinen ist
9’'(p) eine echte Teilmenge von §; dies hat seinen
Grund darin, daB die b}, (s) Differentiationen ent-
halten.

3 W. BrRENIG u. R. Haag, Fortschr. Phys. 7, 183 [1959].

4 J. L. Barrot u. F. BECKER, Phys. Rev. 164, 1285 [1967].
P. NaruscH, Diplomarbeit, Marburg 1966, unveroffent-
licht.

5 Eine Ubersicht der verwendeten Zeichen findet sich im
Anhang IV.
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ASYMPTOTISCHE MEHRTEILCHEN-FELDOPERATOREN

§ 2. Voraussetzungen und Definitionen
2a) Die Operatoren H, N, P, R

Es wird ein System von Fermionen (Masse M,
Spin 1/2 (Index o)) nicht-relativistisch unter Be-
riicksichtigung einer symmetrischen phénomenolo-
gischen 2-Teilchen-Wechselwirkung behandelt.

Der das System beschreibende Hamilton-Opera-
tor 6 schreibt sich im feldtheoretischen Formalismus

H= ZY’ as)f*‘P(as)
—}—%ZT"’ 0'8)1T+(0'8)2

(00’8)1,2
¥ (o' s), 2.1)

viz = }(v1 — v),
= Ve p=1,X=2 [ass
unter Verwendung von Feldoperatoren

¥Y(0), Y(o,s s)=exp{tHs}exp{—iPs} (2.2)
Y(o)exp{iPs}exp{—iHs},

© Vigiar; s12v12) P (' s)2
$12 = 8] — Sg3,

V(5o ru) = {Va(r)
+ Vs (r) {850 105, + 08,0 1
+ 2 Vri(r) (i s6hoy) (860 3) +
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die den gleichzeitigen Vertauschungsrelationen
[P(oss), Pt(ocs8)] gyms =065 0(s — s'),
[PH(oss), Pt(oss)]Lsyms (2.3)

=[¥(oss), P(688) ] y—s=0
geniigen. ¥ (o ss) 16st dann die Bewegungsgleichung
iW¥(0ss)=[¥(oss), H]

2
= Z (ﬁ o0’ + Uaa'(svs)) Y(c'ss)
it 2.4)
Ugyor (s1018) = 2 ¥H(02 829)
(00’ s)2

V(oaa; ; $12V12) T(O’; 828)
Teilchenzahl-, Gesamtimpuls-, Schwerpunkt-Ope-

rator schreiben sich

N=>WP+(cs)¥P(cs), P=2W+(ocs)v¥(os),

R=N-13"¥+(gs)s¥(os). (2.5)

Fur das symmetrische phanomenologische Poten-
tial wird angesetzt:

+ Vp(r)u? + Vi (r) 12} B rs B

adz'}

+ (8908) (i 00,0} (2.6)

t:R,P,L; i:r,u,l; l=rXxu; 2ss;5 Vektor der Pauli-Matrizen
V(G riauis) = V(200 rayus).
Die Vi(*)(I = R, P,L,SL, TR, TP, TL)" seien reell.
Im Hinblick auf die in §3 durchzufiihrenden Rechnungen empfiehlt es sich, in den einzelnen Po-

tentialbeitragen zusammengesetzte Differentialausdriicke in Faktoren, die nur Ableitungen, und solche,
die keine Ableitungen enthalten, zu zerlegen (siche Anhang ITT). Ein typischer Beitrag zum Potential ist

a1 b1 c1 »
Y (3 " ’) T 080100 8Rnon- 2.7)
ao bp c2 =1
2b) Hilbert- Raum £, Teilmenge H'(p)
Y em(Em) <t
Sei Lg(Rfm) - Gm (?1...7m) ‘ (08)1...m (28)
| G (32:22m) antisymetrisch in (o, 8)k
B _§ RIS g
und Hm =1 Dg,, ! Pon (aa)lL..‘.,,.Gm( o) Vm' H (0 8)ie Do : (2.9)
G (70T) € L2 (RI™)

6 Da der Beweisgang fur Isospin- und Spin-Abhéangigkeit

der gleiche ist, wird auf die Isospin-Abhéngigkeit von H
verzichtet.
“Far Vi= Vi(|r|,|ul, |l

Potential galilei-invariant 3.

L) ist das phénomenologische

8 8. OkuBO u. R. E. MarsHAK, Ann. Phys. New York 4,
166 [1958]. — G. St'ssMANN, Vielteilchen-Seminar, Frank-
furt 1967, Ist. Sup. Sanita, ISS 67/30 31—48, Rom
(14. 9. 1967).
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N
V= @D Hm=29, Ho={Do}, N < -+ oo, fest, geniigend groB, wobei @y das Vakuum bezeichne. H ist

m=0

dann auf $ wesentlich selbstadjungiert.
Neben $,, wird aus beweistechnischen Griinden noch eine in $, dicht (!) liegende Menge

Dy, €Dm D”Fm("l +Om . s) firl<k<m }

O (P) = {% (2.10)

quadratintegrabel mit zeltunabhéingiger Schranke

N
P) =@ Hn(p), 0=p=2
m=0
definiert, wobei
Fn(6:9ss) mit Fu(3ng"; 0) = F (3077) € L2(RY)

die zeitabhangige m-Teilchen-Schrodinger - Gleichung zum (2.1) entsprechenden Hamilton-Operator im
Orts-Spin-Raum 16se und D? den Differential-Operator

14
[[vee. 0<p<2, 1<k=m 5:1,2,3
=1

bezeichne. Die Eigenschaften
D (p) dicht in $, 1=<p =2
2 ‘Dﬁ F, (u...::.."é t)‘ < K < oo, K zeitunabhingig

T)1.eem

stellen eine Forderung an das Potential dar; dagegen folgt

Z Fn (: g t) < K < o0, K zeitunabhingig

(t)1...m

unmittelbar aus

e=iHty, | ~Z | P (ims ) = | @2

(r)1..

2¢) Mehrteilchen- Feldoperatoren

In enger Anlehnung an ! werden mit Hilfe von Funktionensystemen

SR
o e om | — Emy — ZMm' 3 . 2M
Gonplo2eame) |* 1.

| "Ok+1...01-1 O01+1...0m
‘ Z Z V(ow > Sik ”lk) Gm,u (s 310k la.k.ﬂ. . .I.l ms~sm)= 0

GX O1...0m
mu\s — s; S— S,

>k oo
und

Fale ) fma(s,s) = ; (Zn)—3/2expli<ks — 727;;77;3)} ]‘;(k); {f';()} in L2(R3),

' vollsténdiges Orthonormalsystem von Testfunktionen .

Mehrteilchen-Feldoperatoren

Bmﬂ s, 8 Zl Gmﬂ (a (:1 .s— s,,,) ;—.“T(Umsms)"'gl(alslé‘),

(03)1 V
bmau(s) = (M)Z { Zf,ﬁa(ss)Gmu (,_fjjjjfﬁ, ) exp {zEmus}} Y(omsms) - ¥(o1818) (2.11)

— 2 fria(85) exp{i By} Buu(s9)
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fir gebundene m-Teilchen-Zustéinde konstruiert. Die Forderungen
1
(R—38)B,,(s,000=0, (H— S N-1P2 — E,,) Byu(s,0) Do =0 ) ,,W(s) Dy = (2.12)

sind dann durch Wahl der Gy, erfiillt (s.a. Anhang II). Wegen
U,o(skvrs)@Po =0 und der Antisymmetrie der G, gilt:
114d b+ — _L ] v+ U Gx 01...0m . 5
W 4 s mau(s) == Z V"ﬁk[:]l (0% 8k 3) {[[’v_ oo (S1018) mea(ss) mu (l—lx...a-—-m: 3)} (2.13)

(08)1...m
G’,;iﬂ( (g Kot ): exp{i Emus} Gy, (,ﬂ‘.'.','..ol".)

genugt hierbei der zugehorigen zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung. Da in (2.14) noch Differential-
Operatoren auftreten, ist b, (s) nur auf $’(p) (siehe (2.10)) definiert.

§ 3. Existenz der Streuzustinde

Zum Nachweis der Existenz der nach 1 durch
F
¢?75&y>1 = lim le bt (8) Po (3.1)
8—>Foo f=

definierten Streuzustéinde wird unter bestimmten Voraussetzungen iiber die Potentialfunktionen V;(:)
(I=R,P,L,SL, TR, TP, TL) — sofern $ nur Zustinde mit endlicher Teilchenzahl enthélt — gezeigt:

(b) by (s) ist ein auf § beschrinkter Operator mit zeitunabhingiger Schranke;

(a) zu jedem Zustand @ € H’(p) gibt es eine positive Konstante K’3** mit
[binaus (8) @[ < K™ || 32| @] . (3.2)
Wegen
| (Bonass (82) — b (82)) P = | f dsby. (5) P = | f ds [ by (5) P |

ist (3.2) hinreichend fiir die Existenz des starken Limes

+2 .
bugat =1im b, (s) (3.3)
8—>TF oo
als beschrankter linearer Operator auf §’(p). Da nach (b) b5, (s) auf ganz § beschrinkt ist und $'(p)
in $ dicht liegt, folgt die Existenz von (3.3) auch auf ganz $. Die Normkonvergenz der Zusténde ergibt
sich dann mittels

F F
| Do — Pomasn...r @) = 1 ([ ] Dsitin, — LT Bitass#)) Do -
/=1 =1 (3:4)
F
= le “ b(j;mu)x (s)--- anau)f .(8) (b(;—rl:lu)/ (mau)f( ) b(ma/t)u 1 (mau)p D H

3a) b5, (s) ist ein auf $'(p) beschrinkter Operator

Zum Beweis von (3.2) werden Hilbert-Raum-Vektoren

Op,= 3 Falii) L] ¥ oo 5(m) 5 (0) (3.5)

(tt)1...n
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zur Teilchenzahl n betrachtet. Fiir b, (s) @p, erhilt man aus (2.14):

b (s) B, = V,nfm' e Y U P+ as)k{z D Upo(80)k frna (88) Gy (s—tti o™ o3 s)} (3.6)

(08)1...m k=1lo—s
et 3 Fa(Gii) H‘F*(Tt)z‘po-
(T01...n =1

Wihlt man Fj(---,-) entsprechend der Konstruktion von $’(p) (siehe (2.10)), so schreibt sich (3.6)

ot e B ] i
O Pr = it 2 g ALY L[ ®.7)
1...m

N
> 2 V(s s — w1, 30k — w0)) fma(s8) G (U070 ) Fo (G P20 t)}cbo
k,l ots
Beschrinkt man sich (Dreiecksungleichung!) auf den typischen Potentialterm (2.7), so ergibt Aus-
fiihrung der Differentiationen unter Beriicksichtigung Jacobischer Koordinaten
re=spr1— (1/k)(s1+-+s), 1=k=m—1, rp=(Q1/m)(s1+ "+ sm)

und Eigenschaften der Funktionen Gy, siehe Anhang II):

e—iHab'+ @ - S 7)) <. m:*n
|1 rl =0 opl S0 3
| a1 b_x c1
1 Z [Vop2<~ . §3m—‘tn>fma(pl; Tm,S) (3.8)
((tl)x...n ao bp c2
em " N ‘
: Hmu(clzzyzi ol 1)Fn (0252,2 i S)jlﬂgj+(03)knw+(7t)l¢0 >
=1 =1 |
wobei gesetzt wurde:
Fn (02227 :11 ! ) Z s£:)tntl L4 o Ewn bl) Fn( 1" 11, 8)
- I)z
" P2
1 .Om 'm-1
Hmu(clp,;rl rm—l) g}gamal L4 ( Zum 15 bx) Hmll (G (:‘m—(lj)
o3 = P1
- < 3/2 nel | 1T (1w '
fma(p1 ) = [ ] Ghoma)fmalrms) = (2,”8) Sexp (i 53" trm—r2) | [] (g o) (s, 0 .

Mit Hilfe der Schwarzschen Unglelchung bzw. der sich daraus fiir Funktionen
V(i) e LR
ergebenden Beziehung
k

V) TP+ * sk > V(R (3.9)

: @er)...x %=1 @er)i...x

werden die Summanden von (3.8) einzeln abgeschitzt durch:

M-m [.M-m 7 el
(m+ n) (2ﬂl 1) l);m(tl)l.--n‘ "'Z'exp lzi2jgi (rm - )2} {g (2m ubl) fma r 0)] (310)
* Vop2(**+; $m — tn) ﬁn (0252, :: )Hmu (Cl pg,[:: ::_1);2-

Mit r = s, — t, und sy — r — t, — s wird dann (3.10):

(= mpL (2~,| |) 2 Vope (3 M2 2 ,Q<21m ué,)fm(r’,O)}2 (3.11)

Z IH (Clg;’ :: Tm- 1) Z ;F (62 gn ’ :: l,. 5 S) 2'

Ol...mFl.com-1 (t1..
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Nach Anhang I gilt mit positiven zeitunabhingigen
KF,, (62’ P2, p)
> |Faleedsi

(th)1...n

r38) P = Ky, (cap2p) || P2
(3.12)

Da die Funktionen H , » im wesentlichen gebundene

Zustdnde beschreiben, sind sie ebenfalls quadrat-

integrabel anzunehmen.
Fordert man nun fir die Potentialfunktionen

Z |Vop2("'§ r)

|2< 4 o0 bzw.

Z‘Vj(r

ar:1,2,3;
I=R P, L, TR, TP, TL, SL,

(3.13)

) H "axl2< + o0,
k=1

0=0=<2;

so laBt sich jeder Summand von (3.8) durch eine
zeitabhéingige obere Schranke

a1 by p1 1
|s|‘3/2K%ff“<: ;

ao bp P2 C2

Jiede @10

abschitzen. (3.8) fithrt dann auf

bt (5) @ .
1B (5) P || = ymint o
yp— tl.x l.h p1C1 5
ISI Fan © H Fn“
a0 bp D2 ca

< |s|-EKge @y (315)
3b) b, (s) ist ein auf $ beschrinkter Operator;
Vertauschungsregeln

Da im Beweis der Beschranktheit der Operatoren
und der Vertauschungsrelationen der Limeselemente
(3.3)

in in in

bnﬁv bmau 6(nﬁv) (map) — (_' l)n = b bnﬁv (316)
die zeitliche Ableitung und damit das Potential (2.6)
nicht auftritt, ist die Rechnung! zu entnehmen.

3c¢) Zusammenfassung

Beriicksichtigung von impuls- und spin-abhéngi-
gen Anteilen in einem phinomenologischen Poten-
tial bewirken eine Modifikation des Existenzbewei-
ses fiir Streuzusténde in zweifacher Hinsicht: orts-
abhingige Terme in Tensor- und Bahn-Kréiften ma-
chen eine Verschirfung der Integrabilitidtsbedingung
fur das Potential notwendig, wihrend die impuls-

1839

abhingigen Terme die Existenz einer in § dicht
liegenden Menge £’(p) voraussetzen ; die Spinabhén-
gigkeit ergibt keine neue Bedingung an das Poten-
tial.

Gibt es in $ dicht liegende Teilmengen $’(1)
$’(2), so existieren unter der Maximalforderung

Z|V0pq(.“’r)]2<+°°1 0§0,P:§I§2

Streuzustande fiir das phdnomenologische Potential
(2.6).

Herrn Prof. Dr. G. GRAWERT danke ich fiir die Themen-
stellung und anregende Férderung dieser Arbeit.

Anhang I: Erlduterung zu (3.12)

Mit den Bezeichnungen von (3.8) ist:
3 (Bl

(zt)..
Z Zsc,nusc,n[ [I (2wnb;)Fn(

(Tt)1...n 7T I=1+p2

y4
[ T Gwes) Fal;

I=1+p2

LaBt sich

s )]

leeeTn-1T,
1 eee En 2 t)] *

=A% 9

X
Zsc;nn Se;rz

T

TnT
zeigen, so ist
| % P2, T1...T ¢
Z ;Fn(czp i ,:,t) =max 4;,
(Tt)i...n Tn

»
| H (%wnbz)Fn( ::;t)

(Tt)1...n I=1+D2

Geht man von (2.10) aus (sieche Ansatz (3.5)), so
gibt es eine zeitunabhéngige nicht negative Kon-
stante

Ky, (c2p2p)
mit Y [Fn(ead 2iint)’< Kp, (c2p20) || D12

(T)1.c.n
Abschitzung fiir die Spinmatrizen:

_ b _ 2 _ _— ¢
c=1,2,3 Z Seirta Se;r — (sc)rn? = %6175 = 'A‘tn 0
T

Anhang II: Die Funktionen G,;,.

Die Funktionen G,;, sind bestimmt als Losungen
des Eigenwertproblems (2.13). Durch den Ansatz

Gr:y silsl ”.a s,,,) - 5(3—"m) Hm.“( ; ;'::x )
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wobei die r; Jacobische Koordinaten
(1/k) (814 -+ + sk).
l=k=m-—1),
rm = (1/m)(s1+ " + sm)
gewahlt wurden, ist dann die Forderung (2.12) er-
fullt, und (2.13) reduziert sich auf die n-Teilchen-

Schrodinger-Gleichung mit separierter Schwer-
punktsbewegung fir Hypy:

[ Epu+ Z 2,” uk} Hmu( 5 .r:,:.l)
23 Z V(uka'; ik k)

Ty = Sk+1 —

l>k oo’
+ Hpy (3o o) — 0
1 1
E=M@+ﬂ
riy=(s;— sg) =r;-1— k r
= (81 k) =Ti-1 %1+ ;3 i

Anhang III: Definition der Potentialfunktionen
Vrr(r) 3 {1 s6),) (s150y) + (86 1) (18500}
= Z Vrr(r) {s‘ 5 (Ekaser Ekbrcs T Ekbres Ekarca) Tas Y

a1b1
Cc1C2
(1) (2)
+ z Eaybier Casbacs Tay Tas Wby ubz} S¢iio101 scz 202"
azbz
= Z {Vuz a1 blc,' r) H up,
a1b1

CiC2

azbz

Z V222 azsz2’ r) H ubz} scx g101 s(c; o202"3
analog fiir V;(-), I =R, P,L, TR, TP,SL.

Anhang IV. Verwendete Zeichen

k,m,n; F  Teilchenzahlen; Fragmentzahlen,
o f

Quantenzahlen der Schwerpunkts-
bewegung,

ASYMPTOTISCHE MEHRTEILCHEN-FELDOPERATOREN

U, v interne Quantenzahlen,
i; 8 Zeiten,
t: tm: S, Sy, T, r’: "my"127"ak;
diverse Ortsvariablen,
. ’ . .
v, Up, vm;b,: u,u,up,u2, ub;: w, wm;b;s k
diverse Impulsvariablen,

l Drehimpuls,
T, Tk O, Ok} O, Ok} 0, Ok Spinindizes,
1 1 . .
850" an)ol', sc;o'a', 32130101' Spmmatrlzen als
Vektoren,
V, Vi, Vopg; U, Uge Potentialfunktionen,

fmas }‘mu, )7“ Einteilchen-Wellenfunktionen,

Gm, Gmu, G;;m; Hmu, Emu? Fa, Fn, D%Fn, V
Mehrteilchen-Wellenfunktionen,

Y Y+, ' Einteilchen-Feldoperatoren,
in ¢ ‘i‘l]ﬁlt
bmotu, b(y)y;xa,u’ byi:a/n bma(z);ltl ’ br_r*;ay’ Bmu, B;*?-’Lu

Mehrteilchen-Feldoperatoren,
H, N, N-1, P, R Observablen,

in
¢7 (150, Qjmom, dj’l(')nl}zty’ ¢(W#)1...(W#)p
Ein-, Mehrfragment-Zustande,
9, Dms ©'s Dous L2(BY)
Zustandsrdume, -mengen, Funk-
tionenmenge,

60’0’; 6(mau) (nﬁv); 5(3 - sl)

Kroneckersymbol; Diracsche
J-Funktion,

f,k, 1, (R, P,L,SL, TR, TP, TL), 0, p, p1, q
diverse Summations-, Multiplika-
tionsindizes,

a,b,c,ar, by, c; Vektorenkomponenten,

E’ Emu, M: K’ KFn, K;i‘m;"s Kga‘u, A, A'cr,.
diverse Konstanten.



